Capitulo 9

Momento lineal y colisiones

Introducciéon

Hasta aqui hemos estudiado la segunda ley de Newton y algunas aplicaciones de
la misma para el calculo de fuerzas, aceleraciones y velocidades; sinembargo existen
muchas situaciones en las cuales no es posible aplicar de forma directa la segunda ley
de Newton. Por ejemplo consideremos dos autos que chocan entre si, alli intervienen
un conjunto de fuerzas de diferentes tipos, jcémo es posible determinar hacia dénde
se mueven los autos después del choque? En billar, ;como se decide la direccién y la
fuerza que se debe dar a la bola blanca para producir una carambola? Si un meteorito
choca con la Tierra, jqué tanta energia cinética se libera en el impacto? El estudio
de este tipo de situaciones implica la introduccion de nuevos conceptos: momento
lineal, cantidad de movimiento e impulso, ley de coservacion de la cantidad
de movimiento,etc. En los ejemplos anteriores se mencionan situaciones las cuales
implican choques, de tal forma que lo que se pretende en este capitulo es suministrar
las herramientas necesarias para comprender y analizar dichos eventos.

9.1. Momento lineal

En el capitulo quinto se expreso la segunda ley de Newton de la siguiente forma:

Y F=ma (9.1)

Ahora bien, como ya es conocido que @ = dv//dt, es posible expresar la segunda ley de
Newton de la siguiente manera:

_ F= 9.2
i@ dt (9:2)

Asi, la segunda ley de Newton dice que la fuerza neta » | F que actia sobre una particula
es igual a la rapidez de cambio de la combinacién mu. A esta combinacion, el producto
de la masa y la velocidad de un cuerpo, se le conoce como cantidad de movimiento
lineal.
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26 CAPITULO 9. MOMENTO LINEAL Y COLISIONES

El momento lineal de una particula de masa m que se mueve con una
velocidad v se define como el producto de la masa por la velocidad.

P =miv (9.3)
Cabe senalar que la cantidad de movimiento lineal P es un vector de magnitud igual
a mv y cuya direccién es la misma que la del vector velocidad #. La segunda ley de
Newton en términos de la cantidad de movimiento lineal estd dada por:

> F=dP/dt (9.4)

Esta ecuacion afirma que la fuerza neta que actia sobre una particula es igual
a la rapidez de cambio de la cantidad de movimiento de la particula. De
acuerdo con esta ecuacién, se verifica que un cambio rapido en la cantidad de movimien-
to tiene asociada una fuerza neta grande, mientras que un cambio gradual en la cantidad
de movimiento lineal tiene asociada una fuerza neta menor.

Unidades y componentes de la cantidad de movimiento

Dado que la cantidad de movimiento lineal es una magnitud vectorial, ésta se puede
expresar en términos de sus componentes de la siguiente manera:

P = (P,,P,,P,) = P = (mw,, mv,, mv.) (9.5)

Asi mismo, la unidades de la cantidad de movimiento en el sistema internacional son:
1P| = [ke -]

9.1.1. Impulso

Ahora bien, la cantidad de movimiento de una particula P =mv y su energia
cinética %va dependen de la masa y de la velocidad de la particula. ;Qué diferencia
hay entre estas dos magnitudes? Una respuesta puramente matematica es que la cantidad
de movimiento es un vector cuya magnitud es proporcional a la rapidez, mientras que la
energia cinética es un escalar cuya magnitud es proporcional al cuadrado de la rapidez.
No obstante, para ver la diferencia fisica entre ambas cantidades es necesario definir una
cantidad estrechamente ligada con la cantidad de movimiento: el impulso.

J= (Zﬁ)~(t2—t1):>f: (Zﬁ)-m (9.6)

Si se considera que la segunda ley de Newton en términos de la cantidad de movimiento

estd dada por Y F = %, y si ademas se considera que la fuerza neta que actia sobre la

particula es constante, lo cual hace que la cantidad de movimiento también sea constante,
entonces, % es igual al cambio total de la cantidad de movimiento P, — P, durante el

intervalo de tiempo ty — ¢, dividido sobre ese intervalo de tiempo:

Sh= e = T - B (9.7)
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15 f,

Figura 9.1: Fuerza aplicada en un in-
tervalo de tiempo [t1, to]

Considerese un bloque sobre el cual actia una fuerza
neta constante F durante un intervalo de tiempo t; a
t9, es decir, At, como se muestra en la figura 9.1. En-
tonces el impulso de la fuerza neta sobre la particula,
denotado como J_; se define como el producto de la
fuerza neta aplicada y el intervalo de tiempo
durante el cual se aplica dicha fuerza.

La ecuacién 9.7 es denominada teorema del impulso y la cantidad de movimien-

to.

El cambio en la cantidad de movimiento AP de una particula durante
un intervalo de tiempo At es igual al impulso de la fuerza neta que actia
sobre esa particula durante ese intervalo.

Ahora bien, el teorema del impulso y la cantidad de movimiento también se cumple para
fuerzas que no son constantes y, por lo tanto, se debe formular de forma general como:

J

_ /j (X F)ar (9.8)

9.2. Conservacion de la cantidad de momento lineal

El concepto de cantidad de movimiento tiene especial importancia en situaciones en
las que dos o0 mas cuerpos interactian entre si.

By _Ka
A B

Figura 9.2: Sistema idealizado de in-
teraccién entre los cuerpos A y B.

Considerese un sistema idealizado de dos cuerpos que
actuan entre si y con ningun otro cuerpo como lo
muestra la figura 9.2; cada uno de los cuerpos ejerce
una fuerza sobre el otro. De acuerdo con la tercera
ley de Newton, las dos fuerzas siempre son iguales
en magnitud y opuestas en direccién. En consonan-
cia con lo visto en el numeral 9.1, cada una de es-
tas fuerzas, actuando durante un intervalo de tiempo,
generan impulsos sobre los cuerpos que son iguales en
magnitud y opuestos en direccién. De la misma for-
ma, la cantidad de movimiento de los dos cuerpos son
opuestos en direccion e iguales en magnitud.

Fuerzas externas. Son fuerzas ejercidas sobre cualquier parte de un sistema por algiun

agente externo.

Fuerzas internas. Son fuerzas que las particulas componentes de un sistema ejercen

entre si.
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En el sistema descrito las fuerzas internas son Fg A, que es la fuerza que ejerce el cuerpo
B sobre el cuerpo A y F 4B, que es la fuerza que ejerce el cuerpo A sobre el cuerpo
B. Como no existen fuerzas externas que actien sobre el sistema, entonces se tiene un
sistema aislado. De acuerdo con la segunda ley de Newton:

7 _dPy - dPp
BA = dt Yy AB = i

La cantidad de movimiento de cada cuerpo cambia, pero estos cambios no son indepen-
dientes el uno del otro; segin la tercera ley de Newton ﬁA BY F 's4 forman un par accién
reacmon y, por lo tanto, son iguales en magnltud y opuestos en direccién. Asi las cosas
FAB = —FBA, de tal forma que FAB + FBA = (. Se tiene entonces, en consonancia con
la ecuacién 9.9, que:

(9.9)

. . dP dP . . <dﬁA+dﬁB>
Fa+ Fap = —A+—B Fpa+ Fpap = ——77—%

dt dt dt (9.10)

Es decir:
<d]3A + dﬁB>
dt

La ecuacion 9.11 muestra que la razon de cambio de la cantidad total de movimiento P
es igual a cero. Lo anterior sucede si y sélo si la cantidad de movimiento total del sistema
es constante. De hecho, las cantidades de movimiento individuales de las particulas que
componen el sistema pueden cambiar, mas la cantidad de movimiento total del sistema
permanece constante. Asi las cosas, el principio de conservacion de la cantidad
de movimiento, el cual es consecuencia de la tercera ley de Newton, plantea que:

—0 (9.11)

Si la suma vectorial de las fuerzas externas que actiian sobre un sistema
es cero, la cantidad de movimiento total del sistema permanece cons-
tante.

9.3. Choques o colisiones

Para desarrollar el concepto de colisién, se hara uso de lo estudiado en el numeral
inmediatamente anterior, es decir, del principio de conservacién de la cantidad de
movimiento lineal. De esta forma se podra verificar qué ocurre cuando colisionan o
chocan dos particulas. Ahora bien, el término colision sera equivalente al uso del térmi-
no choque con el cual se pretende representar un evento en el cual dos particulas se
aproziman entre si durante un tiempo muy breve, razon por la cual se producen fuerzas
impulsivas de una sobre otra de las dos particulas.

En una colisién se presume, inicialmente, contacto fisico como se muestra en la figu-
ra 9.3; no obstante el concepto de choque es mas amplio y no se limita especificamente
a situaciones en las cuales hay contacto fisico directo. En la figura 9.4 se muestra a es-
cala microscopica la colisién entre dos atomos cargados eléctricamente. All{ ese contacto
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Figura 9.4: Colisién entre dos particulas car-
gadas eléctricamente que no implica contacto
directo.

Figura 9.3: Colisién entre dos cuerpos como
resultado del contacto directo.

fisico no es tan claro; no obstante, los &tomos se repelen entre si a través de una intensa
fuerza electrostatica la cual produce fuerzas impulsivas que pueden o no variar. Asi,
podemos definir un choque como un evento en el cual se producen fuerzas impulsivas
como producto de la aprorimacion entre dos particulas donde puede o no haber contacto
fisico.

9.4. Colisiones en una dimension

Como ya se ha mencionado, si la fuerza externa neta sobre un sistema es igual a cero
y se produce una colisién de dos particulas que representan el sistema, la cantidad de
movimiento lineal del mismo se conserva. No obstante puede suceder que la energia
cinética, en general, no sea constante durante la colisién porque parte de esta energia se
convierte en energia térmica, en energia potencial elastica cuando los objetos se defor-
man, en energia cinética rotacional, etc. Ahora bien, considerando si la energia cinética
se conserva o no en una colision, éstas se pueden clasificar en dos tipos: colisiones eldsti-
cas y colisiones ineldsticas.

Colisiones inelasticas

Un choque o colisién se denomina ineldstica cuando la energia cinética total final del
sistema es menor que la energia cinética total inicial. Es decir, la energia cinética total
del sistema no se conserva.

En la figura 9.5 se muestra un choque ineléstico entre
dos bolas de billar, alli se puede notar que después de

” -

L5 £ . e .

rm:‘ -c—k\mj) que el evento de colisién ha sucedido, las dos bolas
Vii Var

se mueven unidas la una a la otra con la misma ve-

Antes de In colision

Después ff la colision locidad vy, de tal forma que U4y = Upy = vy. Como
O’ en este tipo de colision la energia cinética no se con-
. W v serva, entonces se tendrd que K; > K. Ahora bien,

wy + e

como se menciono al inicio, si se considera el sistema
que conforman las dos bolas de billar como un sis-
tema aislado, la cantidad de movimiento lineal
del sistema se conserva y entonces:

Figura 9.5: Representacién de una
colision inelastica entre dos cuerpos.
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—

my vy + Mol = (my + mz)Uf (9.12)

Se requiere precisar que en un choque ineléstico la energia cinética final del sistema es
menor que la energia cinética inicial, para ello supéngase que la bola 2 de la figura 5
mostrada se encuentra en reposo, es decir que vp; = 0. Siendo esto asi, la ecuaciom 9.12
se convierte en:

mlﬁli = (m1 + mg)ﬁf (913)
De tal forma que:
- m1v1;
Vf = ——— 9.14
f (ml +m2) ( )

Ahora bien, haciendo el andlisis de la energia cinética del sistema, se tiene que:

1 1
Sustituyendo la ecuacién 9.14 en la ecuacion 9.15 se obtendra que la energia cinética
final Ky se convierte en:
1 2,2
K=ot (9.16)
2 (m1 -+ mg)
Ahora bien, la relacién que existe entre la energia cinética inicial (justo antes del choque)
del sistema con la energia cinética final (justo después del choque) se puede expresar
como: ©
m
=S (9.17)
Ki (m1 + mg)

. . Kjp o , T

Es decir, la relacion 4= siempre sera menor que cero, de esta forma, la energia cinética
1

final del sistema Ky siempre serd, bajo las condiciones descritas, menor que la energia

cinética inicial K; del sistema y, por lo tanto, se estara en presencia de un choque in-

elastico puesto que la energia cinética no se conserva en el evento.

Colisiones elasticas

Un choque o colisién se denomina eldstica si las fuerzas entre los cuerpos son con-
servativas, de modo que no se pierde ni se gana energia mecanica durante el choque,
asi que la energia cinética antes y después del choque es la misma.

En la figura 9.6 se muestra un choque elastico en-
tre dos cuerpos esféricos. Al chocar, los cuerpos
cambian de direccion y se mueven, cada uno, con

Antes de In colision
V1i

su propia velocidad final. Es de notar, como se di- Después de la colision
jo antes, que la cantidad de movimiento total del vif
sistema es la misma antes y después del choque <>

P = ﬁf y, como se trata de un choque elastico, la

energia cinética también es igual antes y después  Figura 9.6: Representacién de una
del choque K ;= K f- colisién elastica entre dos cuerpos.
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Considerando la figura 9.6 y lo mencionado antes, se pueden derivar las siguientes ecua-
ciones:

1 1 1 1
§m1vfi + §m2v§i = §mlvff + émgvgf (9.18)
M1V1; + Moz = M1y + Malay (9.19)

Si se multiplica la ecuacion 9.18 por 2 y se reorganiza se obtiene lo siguiente:

ml (U%Z - ’U%f) - m2 (U%f - U%Z)

my (v1; + v1y) (V1; — v1f) = Mg (Vg + vay) (Vo — Vo) (9.20)

Organizando la ecuacién 9.19 se tiene que:
mq (Uli — Ulf) = My (Ugf - U2i) (921)

Si se divide 9.20 entre 9.21 y se organizan las velocidades iniciales y finales de cada
particula se obtendra:

(V1 — Vo) = — (vif — Vay) (9.22)
La ecuacién 9.22 muestra claramente que la velocidad relativa de los cuerpos antes del
choque, (vy; — v9;), es igual al negativo de su velocidad relativa después del choque,
— (015 — vay).

Ahora, si se conocen las masas iniciales de los cuerpos y sus velocidades iniciales, es
posible combinar las ecuaciones 9.18 y 9.19 y obtener las siguientes expresiones para las
velocidades finales de los cuerpos en funcién de las velocidades iniciales.

(m1 — my) (2mo)

_ 2) i+ 2 2
Ulf (m1 i m2)’U1 + (ml T m2)U2 (9 3)
(2m,) (my — my)
= i+ i 9.24
U2f (m1 + mg) v (m1 + MQ)UQ ( )

9.5. Colisiones en dos dimensiones

Una vez que se han estudiado los choques o colisiones en una dimension, es posible
y sencillo el estudio de éstas en el plano. Para ello, lo que se requiere es simplemente
extender los conceptos estudiados en una dimension, teniendo en cuenta que para un
choque en el plano se deben considerar en la ecuaciéon de momento lineal del sistema
dos dimensiones, es decir, z v y en un sistema de referencia cartesiano.

MV + MaV2iy = MUy + Malafy (9.25)

M1V + MUy = M1V pp + MoV2 5y (9.26)

La ecuacién 9.25 define la conservacién de la cantidad movimiento en la dimension z y
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la ecuacion 9.26 la define en la dimension y.

Un ejemplo clésico de este tipo de situacion es, en general, el juego de billar. Alli se
presentan colisiones en las cuales una bola inside sobre otra, generalmente estacionaria,
imprimiéndole una determinada velocidad que tiene componentes tanto en x como y.

—szs.
Antes de iu colision Despuds de ln colision

Figura 9.7: Representacién de una colisién eldstica en dos dimensiones.

La figura 9.7 muestra una situacion en la cual dos cuerpos chocan. Antes de la colision
el cuerpo 1, con una velocidad inicial vy;, se dirige en direccién del cuerpo 2 que, inicial-
mente, se encuentra estacionario vy; = 0. Aunque el movimiento general de las particulas
que conforman el sistema es, inicialmente, en una dimensién, posterior al choque ambos
cuerpos se mueven en el plano, configurando un ejemplo clasico de colisién en el plano.

Para la resolucion de este tipo de situacion se hace uso de las ecuaciones estudiadas
en el numeral anterior, considerando el tipo de choque y extendiéndolas a dos dimen-
siones.

9.6. Centro de masa

En este numeral se llevard a cabo el estudio del movimiento global de un sistema de
particulas introduciendo un nuevo concepto denominado: centro de masa.

Definicién. Se considera centro de masa de un sistema de particulas al punto en el
cual se concentran las masas del sistema de tal forma que éste pueda ser tratado como
una particula. Asi, la posicion del centro de masa de un sistema se puede describir como
la posicién promedio de la masa del sistema.

El centro de masas es un concepto importante puesto que proporciona fundamento
para la aplicacion del modelo de particula a un cuerpo cualquiera, ya que el centro de
masa de un cuerpo se acelera como si toda la masa del sistema se concentrara en ese
punto y todas las fuerzas externas actuaran sobre él.

La figura muestra un sistema de dos masas conectadas por una barra rigida, ligera
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y de masa despreciable en la cual se indica la ubicacién del centro de masa. Si se aplica
una fuerza por arriba del centro de masa, la barra se movera en direccion de la fuerza e
intentard girar en direccion de las manecillas del reloj (sentido dextrégiro), Fig. 9.8(a).
Si al contrario, la fuerza se aplica por debajo del centro de masa, de nuevo la barra se
movera en direccién de la fuerza, pero esta vez intentara girar en direccién contraria al
de las manecillas del reloj (sentido levégiro), Fig. 9.8(b).

CM

Figura 9.8: Sistema de masas desiguales unidades por una barra rigida y ligera donde se indica el centro
de masa CM del sistema.

Por 1ltimo, si la fuerza es aplicada justo en el centro de masa del sistema, este se
movera en direccion de la fuerza sin ningin intento de rotacion, es decir, se movera co-
mo si toda la masa del sistema se concentrara en el punto denotado como CM.

Ahora bien, como se menciond antes, la posicion del centro de masa de un sistema
se puede expresar como la posiciéon promedio ponderada de la masa del sistema. Para
el caso mostrado en la Fig. 8, seleccionando un sistema coordenado adecuado como el
mostrado en la Fig. 9.9 se tendra:

i

En la figura de la izquierda se muestra el

“ sistema de masas de la Fig. 9.8 ubicado

ok 2 en un sistema coordenado de referencia.

o , ) . Jerene
O Aplicando lo mencionado en el parrafo in-

mediantamente anterior se obtiene que:

i

Xcm

—» X

&

XE -

(mlxl + TTLQ.TQ)

. Tom =
Figura 9.9: Sistema coordenado ubicando la posi- (m1 + mg)
cién del centro de masa del sistema de la Fig. 8.

(9.27)

Aunque la ecuacion 9.27 define el centro de masa para el caso concreto que se muestra
en la figura 9.8, este resultado se puede extender para casos mas generales, es decir,
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cuando se trate de cuerpos que se extienden en un plano o través de un volumen:

(> myas) _ o may) _ o miz) (9.28)

=T my T T m) Y Y T ()

En general:
- m;T;
Fom = 2 (miri) (9.29)
> (mi)
Por dltimo, si lo que se considera es un sistema de masa extendido sobre un area o
un volumen, es posible considerar ese sistema extendido como un gran conjunto de

particulas con masas m; y cuya distancia de separacién entre particulas tiende a cero.
Asi las cosas, el centro de masa del sistema se puede calcular aplicando la ecuacion 9.30:

— 1 —
Tom = 77 /rdm (9.30)
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